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摘要 

量子热化理论表明，一个热化系统的波函数约化到其子系统上构成的密度矩阵会等于

系综理论给出的密度矩阵。随着量子技术的发展，在实验平台上，可以在观测子系统的同

时获得系统其它部分的信息。在保留这一些信息时，可以发现，子系统的热化呈现出超出

传统热化的现象，这被称为深度热化。深度热化现象可以利用量子信息中的投影系综和 k-

设计等概念刻画。具体来说，将一个量子系统针对其一个子系统作投影测量，得到的量子

态系综被称为投影系综。深度热化现象可以表述为：投影系综作为概率分布的 k-阶矩与均

匀 Haar 系综完全相同，即构成 k-设计。可以证明，深度热化现象存在于许多理论、实验

上熟知的模型中，如，一般的混沌量子多体模型中都存在深度热化现象。深度热化的理论

还与量子动力学中的对偶幺正性、动力学纯化等现象有着深刻的联系。由于随机量子态系

综的概念在量子技术和量子动力学、尤其是以量子线路刻画的量子动力学中非常常用，借

用深度热化和投影系综的思想，可以对量子实验系统和量子动力学提出许多新的见解。本

文对深度热化领域现存的文献做了一个简要的综述，介绍了深度热化现象的概念和相关理

论，并给出其两个在实际量子体系中的应用。 
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ABSTRACT 

The quantum theory of thermalization states that a thermalizing systems wavefunction 

reduces to the density matrix given by statistical mechanics when restricted to a spatially local 

subsystem. With current quantum technologies, while measuring properties on this subsystem, we 

may also obtain information on the complementary subsystem concurrently. With this additional 

information, one finds that the subsystem thermalization behaves in a way beyond the paradigm 

of traditional thermalization, giving rise to a phenomenon dubbed “deep thermalization”. Deep 

thermalization can be formulated with the concepts of projected ensembles and k-designs 

borrowed from quantum information theory. Projected ensembles refer to the quantum state 

ensembles formed by performing projective measurements on a subset of the given system under 

a fixed basis. Deep thermalization means that this projected ensemble has the same k-th 

statistical moment as the Haar ensemble, forming the so-called k-design. It is shown that deep 

thermalization exists in a wide range of systems of theoretical and practical interest. In particular, a 

generic chaotic quantum many-body system shall be deep-thermalizing. The theory of deep 

thermalization also has deep connections with the concepts of dual unitarity and dynamical 

purification in quantum dynamics. Given that random state (or unitary) ensembles are widely used 

in quantum technologies and circuit-based quantum dynamics, the idea of deep thermalization and 

projected ensembles has the potential to offer many new insights in this field. In this 

manuscript, I will provide a brief introduction to the phenomena of deep thermalization and 

related theories. I will also offer two examples of its application to realistic quantum systems. 

KEY WORDS: Statistical mechanics, quantum thermalization, quantum simulations, k-design. 



目录

一 绪论 1

二 量子热化简述 2
2.1 随机矩阵理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2.2 可观测量的热化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.3 本征态热化假说 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.4 可观测量的选取与可积系统 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

三 投影系综与 k-设计、深度热化的概念 6
3.1 k-设计及其物理涵义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3.1.1 从密度矩阵到 k 阶矩 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
3.1.2 Haar 测度给出的 k 阶矩与 k-设计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3.2 投影系综与深度热化的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

四 实现深度热化的典型模型 10
4.1 Haar 分布波函数对子系统投影 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

4.1.1 混沌哈密顿量的本征态及时间演化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
4.2 驱动 Ising 模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
4.3 深度热化现象出现的时空条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

4.3.1 Haar 系综有限子集 ∆(k) 大小的推导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

五 深度热化与动力学纯化 16
5.1 动力学纯化的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
5.2 用动力学纯化理解深度热化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

5.2.1 时—空对偶下的动力学纯化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
5.2.2 动力学纯化与深度热化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

六 深度热化的应用 20
6.1 探测量子体系保真度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

6.1.1 P (q) 分布函数的推导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
6.2 用深度热化改良量子影子层析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

6.2.1 传统量子影子层析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
6.2.2 利用深度热化在模拟量子系统中实现影子层析 . . . . . . . . . . . . . . 24

七 对深度热化的其它研究 26

八 小结 27

术语 28

参考文献 29

附录 A 矩阵的范数及其性质 32
1.1 Frobenius 范数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.2 迹范数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32



一 绪论 1

第一节 绪论

在量子统计物理中，我们熟知的系综理论 [1, 2] 告诉我们，对于一个处在一定温度
T = 1

β
的系统，其密度矩阵ρGE = 1

Z
e−βH，其中 Z = tr[e−βH ]。下标“GE”表示吉布斯系

综，也称正则系综。在给出密度矩阵后，即可计算算符的期望值。对于任意算符 O，其期

望值 ⟨O⟩ = tr[ρGEO]。

在统计物理中，我们预期，不论系统初始时处于什么状态，只要经过足够长的时间，

系统中任意可观测量的测量值均会趋于系综给出的期望值，这一现象被称为热化。在经典

统计物理中，热化的出现由各态历经假说保证。而对于量子系统，各态历经假说并不成立。

事实上，对于一个孤立系统，薛定谔方程给出幺正的时间演化，波函数在哈密顿量的每一

个本征态上的投影分量的模长为定值，从而各态历经是不可能的。热化在量子力学中之所

以仍然成立，是由于我们对于量子系统进行的测量大多是局域的，即算符 O 是只作用在一

个有限大小子系统上面的“局域算符”。研究表明，对于“一般性”1的系统，在测量局域

算符时，系综理论是成立的2[3]。
我们可以对这样的“局域系统热化”现象给出更加一般性的描述。把系统分为两部分，

将 O 所作用的有限部分称为子系统 A，将剩余部分称为子系统 B，其中 B 的大小远远
大于 A 的大小。则 O 的期望值与 B 上的状态无关，而只依赖于系统 A 上的约化密度矩
阵ρA = trB[ρ]，其中 trB 代表对子系统 B 求迹。于是，热化现象可以表述为：任给一个初
态 ρ(0)，则对于足够大的 t，有 trB[ρ(t)] ≈ trB[ρGE]。这构成了量子统计理论的基石。

随着近年来量子技术的发展，对量子系统进行制备、操控的空间越来越大。这使得我

们有可能对量子系统进行比“测量某个算符的期望值”更加精细的操作。这对于热化的图

像提出了新的问题：如果不止考虑约化密度矩阵，而考虑子系统上更多的信息，是否存在

超越传统热化的更多普遍规律？具体来说，Cotler 等人在 2021 年提出 [4, 5]，与其将子系
统 B 通过求迹完全约化，可以考虑取 B 中的一组基，对其进行测量，由此得到一个量子
态集合，称为投影系综。投影系综包含有严格多于约化密度矩阵的信息。借用量子信息中

k-设计的概念，可以证明，在一定意义下，投影系综确实有着超出传统热化的更高随机性，
这一现象被称为“深度热化”。

深度热化现象对于热化现象给出了更加深入的描述，在理论上亦有诸多有趣之处，其

可以自然地与对偶幺正性 [6, 7] 的概念和动力学纯化现象 [8] 产生联系。此外，它还能够在
人造量子系统中提供更多的研究手段。Choi 等人提出，利用投影系综的性质与理论预言的
差别，可以探测一个实验系统的保真度 [9]。近来，McGinley 等和 Tran 等基于这一理论，
分别提出了将量子影子层析拓展至模拟量子体系的方法 [10, 11]。本文将对深度热化现象的
背景、理论及应用作一个简要的介绍。

1反例是存在的，目前已知的包括可积系统、多体局域化系统、量子多体疤痕（quantum many-body scar）系统等。
2事实上，系综理论不止对局域算符成立，具体讨论见 2.4节。
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第二节 量子热化简述

热力学和以系综理论为代表的统计力学在描述宏观系统的性质方面取得了巨大的成功。

基于还原论的思想，人们一直试图从微观粒子的图像重构出统计物理的规律。目前，人们

描述微观粒子（非相对论性）运动的一般理论是量子力学。在量子力学建立后不久，Von
Neumann[12] 就顺着还原论的思路证明了“量子各态历经定理”，表明了用量子力学推导
出系综理论的可行性。此后，人们对这一理论进行了一系列的发展，建立了以本征态热化

假说为代表的量子热化理论。本节将简要回顾这一系列理论。

2.1 随机矩阵理论

关于量子热化的许多理论基于这样一个事实（或称猜测）：一个一般的量子多体系统

的哈密顿量非常类似于一个随机矩阵。这里的“随机矩阵”，指的是矩阵的每一个元素独

立地在一个概率分布函数下取值得到的矩阵。我们将这个概率分布函数取为高斯分布。注

意到量子力学中的哈密顿量必须是厄米矩阵，事实上矩阵的下三角部分可以由上三角部分

决定，因此只有一半的矩阵元是独立地从概率分布函数中取得的。等价地，我们认为矩阵

以概率分布函数

P (H) ∝ exp
[
− 1

a2
trH2

]
= exp

[
− 1

a2

∑
i,j

HijHji

]
= exp

[
− 1

a2

∑
i,j

|Hij |2
]

(1)

从所有厄米矩阵中选取，其中 a 是一个整体因子。这一矩阵分布被称为高斯幺正系

综。如果系统满足时间反演不变性，则哈密顿量的矩阵元都是实数，此时构成的系综称为

高斯正交系综。

对于这两种系综，我们可以计算其能谱的性质，特别地，对于矩阵维数较大的情况，

其相邻特征值的间隔的分布遵循一种名为 Wigner-Dyson 分布的普适规律 [3]。这一结论与
实际物理系统中观测到的能谱性质有着惊人的一致性。图 1中显示了约 30 种重原子核的能
谱间隔分布构成的频数图与 Wigner-Dyson 分布的拟合结果，二者符合性相当之高；此外，
对于磁场中的氢原子、一维格点模型等的计算也展现出了类似的结果。这在一定程度上证

实了本节开头的猜想：量子多体系统的哈密顿量非常类似于一个随机矩阵。

对于随机矩阵的本征态，容易想象，其应该是在希尔伯特空间中均匀分布的。数学上，

其本征态在任意一组基3下的分量 ψi 的概率分布函数为

P (ψ1, . . . , ψN ) ∝ δ

(∑
j

|ψj |2 − 1

)
(2)

这一分布也被叫做 Haar 分布，或 Haar 测度 [13]。对于两个不同的本征态 ψm 和 ψn，

有

(ψmi )
∗ (
ψnj
)
=

1

N
δmnδij (3)

进一步，有利用高斯分布的性质，有4

|ψmi |4 = 2
(
|ψmi |2

)2
(4)

3本文中提到的所有“基”，在未经特别说明的情况下，均默认为正交归一基。
4式 (4) 是针对高斯幺正系综。对于高斯正交系综，系数 2 应改为 3。
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图 1: 重原子核的本征值间隔分布频数图与高斯正交系综给出的 Wigner-Dyson 分布的拟
合，图片取自 [3]。

考虑一个固定的算符 O 在这一随机矩阵的本征基下的矩阵元。将随机矩阵的本征态

ψmi 写在 O 的本征基下，则有

⟨ψm|O|ψn⟩ =: Omn =
∑
i

Oi (ψ
m
i )

∗
ψni (5)

于是

Omn = δmn
1

N

∑
i

Oi = Oδmn (6)

其中 O = trO。进一步，有

|Omn|2 =
∑
i

O2
i |ψmi |2|ψni |2 =

1

N
O2 (7)

于是可以认为：

Omn = Oδmn +

√
O2

N
Rmn (8)

其中 Rmn 是独立的
5、标准差为 1 的（复）高斯随机变量6。在下一节中，我们会看

到，这一性质与量子热化有着非常密切的联系。

2.2 可观测量的热化

考虑一个孤立的7量子系统，其时间演化由一个哈密顿量给出。记这个哈密顿量的本征

谱为 {Em}，对应的波函数为 {|m⟩}。设该系统在初始时刻处在态 |ψ(t = 0)⟩ =
∑

mCm|m⟩，
5为保证 O 的厄米性，要求 R∗

mn = Rnm。
6这里的标准差指的是

√
E|Rmn|2。若单独考虑 Rmn 的实部和虚部，其标准差均为

1√
2
。

7在绪论中讨论量子热化时，我们使用的是正则系综的语言，但对于微观量子系统，显然考虑不带热库的微正则系综更为简

便。一个熟知的结论是，正则系统和微正则系综在热力学极限下是等价的 [14]。
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那么在时刻 t 有 |ψ(t)⟩ =
∑

mCme
−iEmt|m⟩。对于任意一个可观测量 O，其在时刻 t 的期

望值为

O(t) = ⟨ψ(t)|Ô|ψ(t)⟩ =
∑
m,n

C∗
mCne

i(Em−En)t ⟨m|Ô|n⟩︸ ︷︷ ︸
=:Omn

=
∑
m

|Cm|2Omm +
∑
m ̸=n

C∗
mCne

i(Em−En)tOmn (9)

由于 Cm 与初态波函数有关，不是系统的本征属性、可以任意选取，关于系统热化的

性质应该包含在 Omn 和 Em 中。

首先注意到，若哈密顿量是一个随机矩阵，从 (9) 中可以直接推出量子热化现象。利
用 (8)，在最低阶项意义上，可以直接得到

O(t) = O
∑
m

|Cm|2 = O = trO = tr[e−βHO]|β=0 (10)

于是可以认为 O(t) 会给出热化后的可观测量期望值。但注意到由于随机矩阵系综不包

含温度，此处给出的期望值永远是无穷温的期望值，与实际系统并不相符。尽管如此，这

一推导对于如何从微观量子力学的表达式 (9) 给出宏观系综预测提供了重要线索。

2.3 本征态热化假说

基于上两节的结论，我们知道，形如 (8) 的表达式可以将量子力学的微观表达式 (9)
转化为宏观的系综平均表达式，但 (8) 不包含温度的信息，无法给出一般的系综平均。为
此，我们将 (8) 作如下试探性的推广：

Omn = O(E)δmn + e−S(E)fO(E,ω)Rmn (11)

其中 E = (Em + En)/2, ω = En − Em，O、S 和 fO 均是关于其参数的光滑函数，每

个 Rmn 均是标准差为 1 的高斯随机变量。为确保厄米性，要求 Rmn = R∗
nm, fO(E,−ω) =

fO(E,ω)
∗。与式 (8) 对比，我们可以认为 O(E) 对应 O、e−S(E)fO(E,ω) 对应

√
O2

N
，此处

的推广在于令这两个系数随着 E（和 ω）连续变化。函数 S 和 fO 控制可观测量的涨落，

此处不予详细讨论。对于 O(E)，考虑将 (11) 代入 (9)，容易得到

O(t) =
∑
m

|Cm|2O(Em) (12)

为了让这一结果与微正则系综的结果相符，我们要求 O(E) 等于能量为 E 的能量壳上算符

Ô 的微正则系综期望值。附加以上条件后的 (11) 称为本征态热化假说。数值上，人们在少
体系统中验证了 (11) 的正确性。
如果 (11)成立，则由 (12)，我们可以推知：在系统的能量涨落 δE =

√
⟨ψ|H2|ψ⟩ − ⟨ψ|H|ψ⟩2

较小时，就会有 O(t) ≈ O(⟨E⟩)，其中 ⟨E⟩ = ⟨ψ|H|ψ⟩。而在统计物理中我们熟知，在热力
学极限下，能量的涨落趋近于零。于是我们可以推知，在本征态热化假说下，可观测量的

期望值可以由系综理论给出。
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2.4 可观测量的选取与可积系统

绪论中提到，在量子热化中，我们一般考虑局域的可观测量，但在前几节的讨论中，

并没有明显体现出“局域”这一特点。事实上，对于一些非局域的可观测量，如动量空间

的占据数，本征态热化假说也是成立的。Von Neumann 在其最早的论文中 [12] 证明了，
对于“典型的”可观测量，微正则系综的预测都是成立的。

但可以从一个最为显而易见的例子中看出“不典型”的可观测量的存在。考虑可观测

量 O = |m⟩⟨m|，其中 |m⟩ 是哈密顿量 H 的一个本征态。那么有 Onl = δnmδlm，显然不满

足本征态热化假说 (11)。进一步，有 O(t) = |Cm|2，不依赖于时间，即 O 的期望值完全由

其初态决定，从而不可能发生热化。一般来说，如果一个算符 O 和哈密顿量满足对易关系

[O,H] = 0，那么二者可以同时对角化，于是容易证明 O(t) 不依赖于 t，从而必然违背热

化条件。

对比 2.1节的讨论，可以提炼出上面的例子中热化被违背的原因：对于一般的 O，O

和本征基和 H 的本征基可以认为没有关联，于是 H 的矩阵元变换到 O 的本征基下时经过

了一个高维空间中非常复杂的变化，于是可以近似视为随机矩阵；但如果 O 的本征基和

H 的本征基一致，那么我们显然无法在 O 的本征基下把 H 看作随机矩阵，于是本征态热

化假说无法成立。在这个意义上，容易理解 Von Neumann 的结论：O 和 H 的本征基一致

应当是一个小概率事件，于是对于一个“一般”的可观测量 O，热化理论是成立的。

但事实上，在实际中，我们观测的 O 往往不具有一般性。我们常感兴趣的可观测量包

括占据数、关联函数等，均是有限个格点上的算符相乘得到的，或可以称为空间上局域的。

这类算符往往在各个格点的希尔伯特空间直积构成的这一组基底（称为“计算基”）下具

有简单的形式，或可以说，其本征基和计算基具有高度的关联性。幸运的是，对于大部分

哈密顿量，其本征基与计算基基本无关，从而对于局域的可观测量，本征态热化假说均是

成立的。这样的哈密顿量一般称为“混沌的”。反之，对于本征基与计算基有高度关联的

哈密顿量，本征态热化假说有可能不再对局域可观测量成立。这类哈密顿量包括可积系统

和多体局域化系统，其特点是哈密顿量具有指数多个8局域守恒量，即在计算基下有简单形

式的、满足和哈密顿量对易关系的算符。在下述讨论中，我们将关注点集中在混沌的哈密

顿量上。

8指其数量与系统尺寸 L 成指数关系。
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第三节 投影系综与 k-设计、深度热化的概念

在本节中，我们介绍本文涉及的两个重要概念：k-设计和投影系综，并由此引出深度
热化的概念。

3.1 k-设计及其物理涵义

k-设计9是对一个量子态系综的均匀性的一种描述。所谓量子态系综，指的是一系

列量子态构成的集合，其中每一个量子态附有一个概率。一般将一个量子态系综记为

E = {(pi, |ψi⟩)}，其中 i 是指标，概率需要满足归一条件：
∑

i pi = 1。例如，对于一个对

角化了的密度矩阵 ρ =
∑

i pi|ψi⟩⟨ψi|，可以给出一个对应的量子态系综 {(pi, |ψi⟩)}。但在
一般情况下，一个量子态系综并不要求各个 |ψi⟩ 之间满足任何正交性关系。
在设计量子态系综时，会涉及到两种“平均”操作，一种是对概率分布 pi 的平均，另

一种是算符对量子态取期望值的平均。我们用上划线 O 代表前一种平均，用尖括号 ⟨O⟩ 代
表后一种平均。

3.1.1 从密度矩阵到 k 阶矩

对于一个量子态系综所包含的信息，实验上能够提取的即是可观测量在这个量子态系

综下的测量值。首先考虑单个波函数 |ψ⟩，将其在某一组基下展开，展开系数记为 ψi。若

对这个波函数进行测量，我们可以得到可观测量在这一波函数下的期望值 ⟨O⟩ = ⟨ψ|O|ψ⟩，
用展开系数表示为

⟨O⟩ =
∑
i,j

Oijψ
∗
i ψj (13)

这是一个关于波函数的厄米二次型。这可以改写为

⟨O⟩ = tr [O|ψ⟩⟨ψ|] (14)

若我们对一个量子态系综 {(pi, |ψi⟩)} 求 ⟨O⟩ 的期望值，则有

⟨O⟩ =
∑
i

pitr [O|ψi⟩⟨ψi|] = tr
[
O

(∑
i

pi|ψi⟩⟨ψi|

)]
(15)

容易看出，
∑

i pi|ψi⟩⟨ψi| = ρ 为这一系综对应的密度矩阵，(15) 式即是对一个混态进
行可观测量测量时给出期望值的公式 ⟨O⟩ = tr[ρO]。

更一般地，我们可以考虑关于 ψi 的高次齐次多项式函数：

f [ψ] =
∑
I,J

cIJψ
∗
i1
. . . ψ∗

ik
ψj1 . . . ψjk (16)

其中的全局相位任意性要求 ψ 的次数和 ψ∗ 的次数是相等的，求和的超指标定义为

I = (i1, . . . , ik), J = (j1, . . . , jk)。例如，Renyi 纠缠熵 [15] 就是 ψ 的高次函数。我们注意

到，这可以写成

9“设计”这一名称来自于“组合设计问题”（combinatorical design），后者指的是一些以“对称性”和“均衡性”为条件
的组合问题，这里取其中“对称”和“均衡”的意思用在量子信息当中。



三 投影系综与 K-设计、深度热化的概念 7

f [ψ] = tr
[
C (|ψ⟩⟨ψ|)⊗k

]
(17)

其中 C 是一个作用在 H⊗k 上的算符，其矩阵形式即为 cIJ。若对量子态系综

{(pi, |ψi⟩)} 求 f [ψ] 的期望值，则有

f =
∑
i

tr
[
C

(∑
i

pi (|ψi⟩⟨ψi|)⊗k
)]

(18)

定义该系综的 k 阶矩为

ρ(k) =
∑
i

pi (|ψi⟩⟨ψi|)⊗k (19)

则所有的 k 次齐次多项式的期望值均可由 ρ(k) 给出。

3.1.2 Haar 测度给出的 k 阶矩与 k-设计

对于一阶矩，即密度矩阵，存在一个最特殊的密度矩阵：单位阵 ρ = id。在吉布斯系
综中，这对应着温度为无穷大时的密度矩阵，亦即可以认为希尔伯特空间中任何一个态出

现的概率都是相同的。此时，可观测量的期望值为 ⟨O⟩ = trO。如果一个量子态系综给出
的密度矩阵为单位阵，那么它对任何可观测量给出的期望值均与无限温吉布斯系综给出的

相同，此时我们认为这个系综“足够均匀”，称其为一个 1-设计。
相应地，对于高阶矩，我们也可以定义一个特殊的 ρ(k)。对于一个完全均匀的态分布，

即 Haar 分布，其 k 阶矩记为

ρ
(k)
Haar =

∫
Haar

d|ψ⟩ (|ψi⟩⟨ψi|)⊗k (20)

由于其高度对称性，ρ
(k)
Haar 有解析表达式 [4]：

ρ
(k)
Haar =

(d− 1)!

(d+ k − 1)!

∑
π∈Sk

Perm(π) (21)

其中 Perm(π) 指在 H⊗k 空间内对各个 H 的分量作 π 对应的置换：对于 H⊗k 的任意

一个基 ei1 ⊗ · · · ⊗ eik，有 Perm(π) : ei1 ⊗ · · · ⊗ eik 7→ eiπ(1)
⊗ · · · ⊗ eiπ(k)

。由群的重排定理，

容易得知对于任意置换 σ，有 Perm(σ) ◦ ρ(k)Haar = ρ
(k)
Haar ◦ Perm(σ) = ρ

(k)
Haar。于是 ρ

(k)
Haar 事实

上正比于一个投影算符：

ρ
(k)
Haar =

k!(d− 1)!

(d+ k − 1)!
Πsym (22)

其中 Πsym 为投影算符，投影到 H⊗k 在 Perm 作用下的不变子空间。
如果某个量子态系综的 ρ(k) 等于 ρ

(k)
Haar，由上一节的推导，可知对其测量任何 k 阶多

项式函数的结果均与 Haar 分布给出的结果相同。此时称这个系统为一个 k-设计。由于低
阶多项式函数可以视为特殊的高阶多项式函数，k-设计一定是 (k − 1)-设计。
对于实际系统，ρ(k) 与 ρ

(k)
Haar 完全相等的情况是少见的。我们可以考虑近似的 k-设计。

具体来说，对于一个量子态系综 E，有

|EEf − EHaarf | =
∣∣∣tr [C (ρ(k)E − ρ

(k)
Haar

)]∣∣∣ ≤ ∥C∥F
∥∥∥ρ(k)E − ρ

(k)
Haar

∥∥∥
F

(23)
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其中 ∥ ·∥F 代表矩阵的 Frobenius范数。矩阵的范数有若干种不同的定义，具体的讨论
参见附录 A。于是，若

∥∥∥ρ(k)E − ρ
(k)
Haar

∥∥∥
F
较小，对于有界的算符 C，可以预期 |EEf−EHaarf |

也较小。定义

∆(k) :=

∥∥∥ρ(k)A − ρ
(k)
Haar

∥∥∥∥∥∥ρ(k)Haar

∥∥∥ (24)

则 ∆(k) 较小的量子态系综被称为近似 k-设计。注意到在 (24) 中我们略去了矩阵范数
的下标：尽管式 (23) 只对 Frobenius 范数成立，式 (24) 可以对不同种类的范数均有定义。
事实上，利用上面描述的 Perm 作用的性质，(23) 中的 ∥C∥F 还可以进一步优化：由

于 (|ψi⟩⟨ψi|)⊗k 和 ρ
(k)
Haar 均是对于 H⊗k 的各个子空间全对称的，C 的非全对称部分与之相

乘应当没有贡献，于是 ∥C∥F 可以优化为 ∥ΠsymCΠsym∥F，其中 Πsym 为上述投影算符。

3.2 投影系综与深度热化的概念

在经典统计物理当中，系综事实上是一个假想的辅助概念：由于经典力学的演化是决

定论的，任意一个实际系统必然有着确定的相空间轨迹。因此，并不自然地存在一系列满

足一定概率分布的不同系统。对于量子系统，薛定谔方程给出的时间演化亦是决定论的，

但测量过程有着内在的随机性，因而在量子系统中，系综会自然地出现。具体来说，一

个纯态 |ψ⟩ 在对某一可观测量 O 进行测量后即会变为一个量子态系综 {(pi, |ψi⟩)}，其中
pi = ⟨ψ|Pi|ψ⟩、|ψi⟩ = Pi|ψ⟩，Pi 是向 O 的第 i 个本征子空间作投影的算符。这样构成的

系综被称为投影系综。

投影系综的概念与局域算符的测量密切相关。如前所述，考虑一个被分为 A、B 两部
分的系统，我们测量的算符局域在子系统 A 上。为简单起见，考虑一个一维链，链上每一
个格点对应的希尔伯特空间均为 H。给定整个系统的某个态 |ψ⟩，则子系统 A 上的约化密
度矩阵为

ρA = trB [|ψ⟩⟨ψ|] (25)

其中 trB 定义为：对 B 系统的希尔伯特空间取一组基 {|Z⟩}，有 trBρ =
∑

Z⟨Z|ρ|Z⟩。
对于 (25)，有

ρA =
∑
Z

⟨Z|ψ⟩⟨ψ|Z⟩ =
∑
Z

pZ |ψZ⟩⟨ψZ | (26)

其中 pZ = ⟨ψ |(idA ⊗ |Z⟩⟨Z|)|ψ⟩ 是 |Z⟩ 态在 |ψ⟩ 中的占比，|ψZ⟩ = 1√
pZ

⟨Z|ψ⟩ 为 B 子
系统投影至 |Z⟩ 后在 A 上约化出的波函数10。

容易验证，ρA 不依赖于基 {|Z⟩} 的选取；但在 (26) 中，ρA 可以看作一个依赖基选
取的量子态系综 {(pZ , |ψZ⟩)} 的一阶矩。我们将这一系综称为波函数 |ψ⟩ 由子系统 B 的基
{|Z⟩} 给出的投影系综。那么，我们可以对应地定义其高阶矩：

ρ
(k)
A =

∑
Z

pZ (|ψZ⟩⟨ψZ |)⊗k =
∑
Z

(⟨Z|ψ⟩⟨ψ|Z⟩)⊗k

pk−1
Z

(27)

在 k > 1 的情况下，这一般是依赖于 {|Z⟩} 的选取的。
10按照上面给出的定义，在全系统上约化出的波函数应该为 (idA ⊗ |Z⟩⟨Z|) |ψ⟩，其进而正比于 |ψZ⟩ ⊗ |Z⟩。
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在较简单的模型中，考虑 H 是二维的，其基记为 |0⟩ 和 |1⟩，即每一个格点是一个量
子比特；进一步，将 {|Z⟩} 取为计算基，即 |Z⟩ = |zB⟩ = |zB,1⟩ ⊗ · · · ⊗ |zB,NB

⟩，其中每一
个 zB,i 等于 0 或 1。

对于有热化现象的系综，其子系统的约化密度矩阵，亦即其投影系综的一阶矩，应当

有 trB
[
e−βH

]
的形式。对于一个混沌的哈密顿量的一般11本征态，对应的温度 β 非常高，

则 e−βH ≈ id，于是 ρ
(1)
A ≈ 1

dA
idA = ρ

(1)
Haar，其中 dA 为子系统对应的希尔伯特空间维数。

这意味着，热化至无穷温对应着投影系综构成一个 1-设计。于是可以自然提出一个问题：
热化的物理系统在子系统上构成的投影系综是否也具有 k-设计（k > 1）的性质？若有，则

意味着子系统中波函数分布的随机性比传统意义上的热化更强，从而这一现象被称为深度

热化。

11指处在连续谱中、距离能谱顶端和底端距离不太近的态。
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第四节 实现深度热化的典型模型

4.1 Haar 分布波函数对子系统投影

沿用上一节的设定，考虑一个一维的量子比特链，其分为 A 和 B 两部分，长度分别
为 NA 和 NB。Cotler 等 [4] 给出的第一个结论为：在 NB 足够大时，给定子系统 B 的一
组特定的基，则在 Haar 测度下，全系统的一个随机波函数 |ψ⟩ 给出的投影系综将以任意
接近于 1 的概率构成误差任意小的近似 k-设计，亦即 (24) 式定义的 ∆(k) 可以任意小。为

此，需要证明两点。其一，E[ρ(k)A ] = ρ
(k)
Haar；其二，Var[ρ(k)A ] 是小的。这里 E 和 Var 指对

Haar 分布下的随机变量 |ψ⟩ 取期望值和方差。
E[ρ(k)A ] = ρ

(k)
Haar 的证明是简单的。直观上，由于大系统的波函数是 Haar 分布的，A 子

系统的希尔伯特空间中没有任何一个方向是具有特殊地位的，于是 E[ρ(k)A ] 必然对于任何幺

正变换不变，而唯一满足这一条件的就是 ρ
(k)
Haar。于是，∆(k) ∝

∥∥∥ρ(k)A − E[ρ(k)A ]
∥∥∥。为了证明

∆(k) 小，考虑如下引理：

Levy 引理：对于一个函数 f : S2d−1 → R，若其满足 Lipshitz 连续条件 |f(v)− f(w)| ≤
η∥v − w∥（其中 S2d−1 上的度量从 R2d 继承），则有

Prob [|f(Φ)− Ef(Φ)| ≥ δ] ≤ 2 exp
(
− 2dδ2

9π3η2

)
(28)

这一引理说明了，在维度足够高时，Haar 测度对任何 Lipshitz 连续的函数给出的分
布都是高度集中的。应用这一引理，可以证明：

Prob
[∥∥∥ρ(k)A − ρ

(k)
Haar

∥∥∥
1
≥ ϵ
]
≤ 2d2kA exp

(
− dBϵ

2

18π3(2k − 1)d4kA

)
(29)

其中 dA, dB 分别指 A、B 子系统上希尔伯特空间的维数，范数的下标“1”指迹范数，
参见附录 A。如果采用 Frobenius 范数，可以证明

Prob
[∥∥∥ρ(k)A − ρ

(k)
Haar

∥∥∥
F
≥ ϵ
]
≤ 2d2kA exp

(
− dBϵ

2

18π3(2k − 1)d2kA

)
(30)

这说明了，当 dB > d
2k(4k)
A 时，∆(k) 将会趋于零。也就是说，dB 足够大时，Haar 测

度下随机给定的一个态将以高概率拥有极小的 ∆(k)。在这个意义上，可以认为，深度热化

是普遍的。

4.1.1 混沌哈密顿量的本征态及时间演化

以上的论证，是对于输入量子态的分布服从一定性质时，计算 ∆(k) 的期望值和方差。

因此，得到的结论应该理解为：在这些分布当中，“典型”的态有着较小的 ∆(k)，但仅从

这一结论中我们无法构造性地得到这样的态是什么。事实上，这一“大概率”未必可靠，

因为如 2.4节中所述，在实际计算和实验中，我们能够选用的往往是计算基，这样的基在测
度意义下出现的概率是极小的，因而我们难以用测度意义下的结论预言这类基的表现。

为了验证深度热化现象对于实际的系统有意义，Cotler 等 [4] 取了若干个呈现量子混
沌现象的哈密顿量，包括混合场 Ising 模型、随机跃迁模型，以及限制在一个对称性子空
间内讨论的含 U(1) 对称性的随机跃迁模型。数值结果显示，对于这些哈密顿量，其典型

本征态、以及一个任意的初态经过其一段时间演化之后得到的态所产生的投影系综均存在
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深度热化现象。这几个代表性的模型说明了，上述关于“深度热化是普适的”的论证对于

实际的混沌量子系统来说确实成立。

4.2 驱动 Ising 模型

4.1.1节所给出的例子均是数值的结果，对于从理论上理解深度热化现象的帮助是有限
的。为了给出一个具体的、可解的实现深度热化的例子，Ho 和 Choi[6] 考虑了驱动 Ising
模型，一个呈现量子混沌行为的模型，并证明了一个简单的直积态在经过该模型时间演化

足够久后得到的态就有着较小的 ∆(k)。驱动 Ising 模型是一个 Floquet 的模型，其希尔伯
特空间是一个由自旋 1/2 粒子12构成的、长度为 N 的一维链，其 Floquet 幺正演化算符为

UF = Uhe
−iHIsingτ (31)

其中

HIsing = J

N−1∑
i=1

σzi σ
z
i+1 + g

N∑
i=1

σzi + (b1σ
z
1 + bNσ

z
N ) (32)

是一个纵场 Ising模型的哈密顿量，b1 和 bN 两个常数是为了此后计算方便而引入，容

易看出在热力学极限下这两个参数不影响系统的宏观性质；

Uh = exp
[
−ih

N∑
i=1

σyi

]
(33)

是对每个格点做的一个旋转操作。驱动 Ising 模型可以视为在自旋链按照哈密顿量
HIsing 演化的基础上，每隔时间 τ 每个格点上的自旋会受到一个绕 y 方向旋转的驱动。

在一组特殊的参数下，驱动 Ising 模型可以用一个简洁的量子线路（或称张量网络）
表出。取 J = h = b1 = bN = π

4
，g /∈ Zπ

8
。13定义量子线路的结点如图 2(a) 所示，则利用

图 2(b) 的关系式，UF 给出的时间演化可以被改写为如图 2(c) 的量子线路。
Ho 和 Choi 证明了，由一个特定的14初态经过一段时间的时间演化后得到的态对其子

系统投影会发生深度热化。如图 2(d)所示，考虑一个初态 |+⟩⊗N，其中 |+⟩ = 1√
2
(|0⟩+|1⟩)，

|0⟩ 和 |1⟩ 分别是自旋 z 向下和向上对应的本征态。使用 UF 将其演化 t 个周期，在量子线

路中即体现为张量网络有 t 层高。对于演化结束的态，将系统分为 A 和 B 两个部分，对
于系统 B 上的每个自旋在 z 基下做测量，得到一个结果 zB = {zB,i|i = 1, . . . , NB}。则线
路左上角系统 A 部分剩余的自由的边所对应的就是投影系综中对应的波函数 |ψ̃(zB)⟩。
证明深度热化的发生需要用到驱动 Ising 模型的一个重要性质：对偶幺正性。具体来

说，在将驱动 Ising 模型改写为张量网络后，时间和空间两个方向即失去了原先的意义：
在张量网络中，只有拓扑是重要的。于是，我们可以等效地将时间方向的格点看作系统的

格点，而将空间方向的格点看作时间，即作一种“时—空对偶”，得到的结果仍然是一个

合法的张量网络。一般来说，一个幺正的时间演化在经过时空对偶后会变为一个非幺正的

模型。但利用图 2(e) 所示的张量网络关系，对于这一特定参数的驱动 Ising 模型，我们发
现，时—空对偶后的张量网络仍然描述一个如图 2(f) 所示的幺正的时间演化，这一性质被
称为对偶幺正性。

12与量子比特等价。
13g ∈ Zπ

8
会导致深度热化现象无法发生，参见 4.3节。

14更多的初态在 Ho 和 Choi 的论文中补充材料部分有讨论，本文从略。
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图 2: 驱动 Ising 模型的量子线路改写及对偶幺正性。(a) 定义的量子门；(b) 驱动 Ising 模
型中包含的幺正算符均可以用定义的两个量子门表出；(c) 驱动 Ising 模型给出的时间演化
可以完全用量子门表出；(d) 驱动 Ising 模型发生深度热化示意；(e) 端点处的测量投影可
以进行改写；(f) 时—空对偶视角下的量子线路。图片取自 [6]。

如图 2(d) 所示的过程在时—空对偶视角下拥有一种简单的描述。如图 2(f) 所示，经
过变换，|ψ̃(zB)⟩ 可以视为由如下过程得到：一个初态 |+⟩⊗t 从张量网络的右侧输入，经过
NB 层幺正的“时间”演化

15U(zB,i)，再输入一个幺正的变换 W，最终得到 |ψ̃(zB)⟩。在
数学上，可以写为 |ψA(zB,i)⟩ ∝W

∏NB

i=1 U(zB,i)|+⟩⊗t。Ho 和 Choi 证明了两点结论：（一）
当 NB 足够大时，

∏NB

i=1 U(zB,i) 关于 {zB,i} 的分布会近似于一个 Haar 系综；（二）当演化
时间层数 t 大于 A 子系统的大小 NA 时，W 是一个投影算符。于是，

∏NB

i=1 U(zB,i)|+⟩⊗t

给出一个 2t 维希尔伯特空间上的 Haar 随机向量，W 将其投影为 2NA 维希尔伯特空间中

的 Haar 随机向量，从而 |ψA(zB,i)⟩ 构成 Haar 系综，亦即对于所有的 k 都有 ∆(k) = 0，发

生完全的深度热化。

上述结论二的证明是较为直接的。结论一的证明运用了一些技巧。具体来说，证

明 U({zB,i}) :=
∏NB

i=1 U(zB,i) 是 Haar 随机的，等价于证明它对于任意 k 都构成 k-
设计。这进一步等价于，对于所有定义在 H⊗k 上的算符 X，U({zB,i}) 对其作用和
Haar 系综对其作用是相同的，其中“作用”代表共轭作用 X 7→ U⊗kX

(
U †)⊗k。而∑

zB
U({zB,i}) =

∏NB

i=1

∑
zB,i∈0,1 U(zB,i)，于是

∑
zB

U({zB,i})⊗kX
(
U({zB,i})†

)⊗k
=
(
T(k)

)NB
[X] (34)

其中

T(k)[X] =
1

2

∑
z∈0,1

U(z)⊗kX
(
U(z)†

)⊗k (35)

式 (34) 是一个线性映射的高次幂。因此，当 NB 足够大时，迭代的结果应当位于 T
的最大特征值的特征子空间内。进一步可以证明，最大特征值即为单位模长的特征值，且

15这里每一层“时间”演化显然依赖于该格点处测量给出的投影，从而依赖于该点处的测量结果 zB,i。
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这一特征子空间内的向量均是 Haar 变换下不变的，这就证明了在 NB 足够大时 U({zB,i})
的演化会给出一个 Haar 随机的分布。具体证明细节见论文 [6] 的附录部分，此处从略。
事实上，这一证明不只限于驱动 Ising 模型，而是对一系列具有类似性质的量子线路

模型均适用 [7, 8]。具体来说，假如一个线路本身是对偶幺正的，且其边界16条件满足一定

性质（Ippoliti 等将这一条件称为 DU+），则当线路在时间方向的演化层数 t 超过子系统

A 的大小 NA 时，子系统 NA 上就会发生深度热化。

4.3 深度热化现象出现的时空条件

在上一节的论述中，我们提到了这样一个条件：深度热化发生要求系统的演化时间 t

大于子系统 NA 的大小。并且，在推导这一结论时，我们隐含地假设了 NB → +∞ 的热力
学极限。这便引出一个问题：对一般的系统，深度热化发生的时间 t 有何规律？如果 NB

有限大，深度热化能否发生、对应的 ∆(k) 和 NB 的关系如何？

对于前一个问题，Ippoliti 等在研究对偶幺正系统时指出，这些系统在 t = NA 时，所

有的 ∆(k) 都同时衰减到零。如果我们取一个很小的 ϵ，并定义 tk 达到为 ∆(k) < ϵ（即

“系统形成 k-设计”）所需的时间，那么对于 DU+ 系统有 tk = NA∀k。反之，对于不满足
DU+ 的系统，即使其存在深度热化现象，也可能出现不同的 k 有 tk 不同的情况。这已经

被具体的例子所证实：Ippoliti 和 Ho 在 [16] 中构造了一个不满足 DU+ 条件的可解模型，
证明了该模型有深度热化现象，但 tk 随 k 递增。

对于第二个问题，首先考虑 4.1节中最简单的情形：从 Haar 系综中随机选择一个向
量，取其投影系综。考虑公式 (29)，若要求 ∥ρ(k) − ρ

(k)
Haar∥1 大于 ϵ 的概率小于 δ，则需要

有

NB ≥ 4kNA + 2log1
ϵ
+ log log 1

δ
+O(logNA) (36)

若把迹范数改为 Frobenius 范数，则 4kNA 改为 2kNA。这是对于 NB 的所需大小一

个最简单的估算：NB = O(kNA)。

我们尝试从另一个角度理解这个结论。注意到对于有限大的 NB，投影系综中的态的

个数是有限的，而 Haar 系综是连续的，因此二者之间必然有误差。在统计学中，有熟知
的结论：对于一个随机变量 x，对其进行 M 次采样 xi，定义 x = 1

M

∑M
i=1 xi 为这 M 次

采样结果的平均值，则有 Varx = E
[
(x− Ex)2

]
= Varx

M
，于是 |x − Ex| ∼ σx√

M
。类似地，

考虑从 Haar 系综中随机选取 M 个向量构成一个有限系综，对于这一有限系综，应该有

∆(k) ∼M− 1
2。此处 M = 2NB，于是 ∆(k) ∼ 2−NB/2。事实上，如果取 Frobenius 范数，可

以解析地得到

∆
(k)
F =

√
1

M

(
(d+ k − 1)!

(d− 1)!k!
− 1

)
(37)

推导细节参见 4.3.1节。如果 M = 2NB , d = 2NA，且 2NA,NB ≫ k，那么有 ∆
(k)
F ≈

2
1
2 (kNA−NB)。从这里我们再次看出 ∆(k) → 0 要求 NB > O(kNA)。

数值计算显示，从 Haar 系综中选取一个向量构成的投影系综得到的 ∆
(k)
F 非常接近于

(37)。粗略地说，这意味着投影系综几乎是“最大均匀”的，其与 Haar 系综的偏差几乎全
部来自于其大小有限性。Cotler 等 [4] 还数值计算了常见的混沌哈密顿量的本征态、或经

16这里的“边界”也包括时间方向的边界，即初态和末态的测量基底。
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这些哈密顿量时间演化得到的态形成的投影系综，其 ∆(k) 亦呈现随系统大小以 2−NB/2 衰

减的特性。

Ho 和 Choi[6] 在研究其构造的驱动 Ising 模型时亦考虑了这一问题。其数值分析表明，
在经过足够长时间的演化后，投影系综的密度矩阵会和对应的 Haar 系综完全相同，更高
阶矩的 ∆(k) 则随着 NB 指数衰减。利用 4.2节提出的转移矩阵方法可以推知，这一指数衰
减行为与转移矩阵 T 的非单位特征值有关：假设转移矩阵最大的非单位特征值的绝对值为
1−∆，则 ∆(k) 应该大约按照 (1−∆)NB 衰减。在这一特定模型中，λ 会连续地依赖于参

数 g，而在 g ∈ Zπ
8
时，会有 ∆ → 0，于是深度热化现象无法发生。

4.3.1 Haar 系综有限子集 ∆(k) 大小的推导

在本节中，我们给出式 (37) 的推导。考虑 Frobenius 范数 ∥A∥F =
√

trA†A。对于这

一范数，考虑一个随机矩阵 X，有

E∥X −EX∥2F = trE(X† −EX†)(X −EX) = EtrX†X −EX†EX = E∥X∥2F −∥EX∥2F (38)

考虑从 Haar 系综中随机选取 M 个态 {|ψi⟩|i = 1, . . . ,M}。记 ρ
(k)
i = (|ψi⟩⟨ψi|)⊗k，M

个态构成的系综的 k 阶矩记为 ρ
(k)
M = 1

M

∑M
i=1 ρ

(k)
i 。容易看出 Eρ(k)M = ρ

(k)
Haar，只需要再计

算 E∥ρ(k)M ∥2F。我们直接利用定义式：

E∥ρ(k)M ∥2F =
1

M2

M∑
i,j=1

Etr
[
ρ
(k)
i ρ

(k)
j

]
(39)

我们其中利用到了 ρ
(k)
i 是厄米的的事实。直接由定义可知 tr

[
ρ
(k)
i ρ

(k)
j

]
= |⟨ψi|ψj⟩|2k，

那么

E∥ρ(k)M ∥2F =
1

M
+

(
1− 1

M

)
E |⟨ψ1|ψ2⟩|2k (40)

若希尔伯特空间为 d 维，取一组标准正交基 {|ej⟩|j = 1, . . . , d} 使得 |ψi⟩ 是其中一个
向量（不妨设为 |e1⟩），那么如果 |ψj⟩ =

∑
i(x2i−1 + ix2i)|ei⟩，有 |⟨ψi|ψj⟩| =

√
x21 + x22。

考虑到两个不同向量的相互独立性，E |⟨ψi|ψj⟩|2k 相当于在 2d 维空间中的单位球上取

(x21 + x22)
k 的期望值。利用高斯积分技巧，可以得到

∫ +∞

0

r2(d+k)−1e−r
2dr

∫
S2d−1

(x21 + x22)
kdA =

∫
d2dx(x21 + x22)

ke−x2

= πd−1

∫∫ +∞

−∞
dx1dx2(x21 + x22)

ke−x
2
1+x

2
2 (41)

于是

E |⟨ψi|ψj⟩|2k =
∫
S2d−1(x

2
1 + x22)

kdA∫
S2d−1 dA

=

∫∫ +∞
−∞ dx1dx2(x21 + x22)

ke−(x2
1+x

2
2)∫∫ +∞

−∞ dx1dx2e−x2
1+x

2
2

∫ +∞
0

r2d−1e−r
2dr∫ +∞

0
r2(d+k)−1e−r2dr

=
Γ(d)Γ(k + 1)

Γ(d+ k)Γ(1)
=

(d− 1)!k!

(d+ k − 1)!
(42)
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最终得到

E∥ρ(k)M ∥2F =
1

M
+

(
1− 1

M

)
(d− 1)!k!

(d+ k − 1)!
(43)

于是

E∥ρ(k)M − ρ
(k)
Haar∥2F =

1

M
+

(
1− 1

M

)
(d− 1)!k!

(d+ k − 1)!
− k!(d− 1)!

(d+ k − 1)!

=
1

M

(
1− (d− 1)!k!

(d+ k − 1)!

)
(44)

另一方面，利用 (22)，容易得到

∥ρ(k)Haar∥2F =
(d− 1)!k!

(d+ k − 1)!
(45)

于是得到

∆
(k)
F =

√
1

M

(
(d+ k − 1)!

(d− 1)!k!
− 1

)
(46)

即为式 (37)。
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第五节 深度热化与动力学纯化

从第 4.2节中可以看出，时—空对偶为理解深度热化提供了一种全新的视角。本节将进
一步剖析这一视角，并指出：在时—空对偶下，深度热化与非幺正动力学中的动力学纯化

现象有着紧密的联系。

5.1 动力学纯化的概念

“动力学纯化”是非幺正系统中存在的一种动力学现象，其概念最早由 Gullans 和
Huse[17] 提出。粗略来说，该现象指的是非幺正的动力学过程会将一个混态变为纯态，即
“纯化”。考虑一个系统由密度矩阵 ρ 描述。如果密度矩阵具有形式 ρ = |ψ⟩⟨ψ|，则 ρ 刻画

的是一个纯态 |ψ⟩。而一般来说，ρ 不能写为一个左右矢直积的形式。比如，若是两个不同
的态 |ψ⟩ 和 |ϕ⟩ 以一定概率幅度相混，得到的密度矩阵则是 ρ = pψ|ψ⟩⟨ψ|+ pϕ|ϕ⟩⟨ϕ|，这刻
画地是一个混态。

一个密度矩阵的“纯度”一般由纠缠熵给出。纠缠熵有若干种定义，其中计算较为方

便的一种是二阶 Renyi 纠缠熵，定义为

S = − ln trρ2 (47)

对于纯态，密度矩阵为投影算符，故归一化条件 trρ = 1 给出 trρ2 = 1，于是纠缠熵

S = 0。反之，混态的纠缠熵一般大于零。对于一个维度为 d 的希尔伯特空间，有“最大

混合态”ρmax = 1
d
id，其纠缠熵为 Smax = ln d。可以认为，纠缠熵越小，系统越接近纯态；

反之，纠缠熵越大，系统越“混”。

下面考虑纠缠熵在时间演化过程中的变化。幺正的时间演化由 ρ(t) = U(t)ρU(t)† 给

出，其中 U(t) 是一个幺正的演化算符。容易发现，trρ(t)2 = trρ2，从而纠缠熵在幺正的时
间演化下是不变的。这意味着，幺正时间演化不改变一个系统的纯度。如果一个系统开始

时是纯态，则其演化后还是纯态；如果开始时是混态，演化后仍然是“同等程度混合的”

混态。

如果在系统中引入非幺正性，上述结论将不再成立。一种常见的非幺正性即是量子测

量。一般来说，测量会让态的纯度上升。对于最简单的情况，考虑测量系统的某个可观测

量 O，测得某个本征值 λ，则系统必然坍缩到 λ 对应的本征态。如果该本征值是非简并的，

则本征态是唯一的，于是无论系统的初态如何（是否为混态），测量后系统都将处于该本征

态（一个纯态）。因此，测量可以把混态转化为纯态。一般来说，如果一个测量只作用在系

统的一部分上，则测量无法将系统完全转化为纯态，但依然可以提高其纯度。

Gullans 和 Huse 考虑了一个带有随机测量的量子线路模型，其构型如图 3所示。在每
一个单位时间内，系统被一层 Clifford 量子门17作用发生幺正演化，随后，每一个点都有

一定概率 p 被测量。令系统初始时处在最大混合态，通过数值方法模拟系统的时间演化，

可以发现：存在一个 p 的临界值 pc，当 p 在临界值以下时，经过一段时间的演化，系统的

纠缠熵会稳定到一个依赖于 p 的值，且在该值上至少维持 O(eL) 的时间；当 p 在临界值以

上时，经过一段时间的演化，系统的纠缠熵会变得很小，即演化到几乎是一个纯态，这就

是所谓的“动力学纯化”。这一现象被称为“动力学纯化相变”，p 小于和大于 pc 分别被

叫做混合相和纯化相。如果定义系统的纠缠熵演化到几乎为零（即 o(L) 大小）的用时为纯

17即所有 CNOT 门、Hadamard 门和相位门拼接而成的线路的集合，参见 [18]。



五 深度热化与动力学纯化 17

图 3: 实现动力学纯化的一个量子线路模型。图中蓝色矩形为随机 Clifford 量子门，白色圆
点表示在 Z 自旋基下的一个测量，线路中每一条竖线上以概率 p 存在一个这样的测量。图

片取自 [17]。

化时间 tp，那么在纯化相中有 tp ≤ O(lnL)，在混合相中有 tp = O(eL)，在二者的临界相

上有 tp = poly(L)18。这给出了非幺正时间演化下系统的纠缠熵变化的一般规律。

5.2 用动力学纯化理解深度热化

5.2.1 时—空对偶下的动力学纯化

上一节中提到的实现动力学纯化的模型是较为理想化的演化—测量模型，其实验实现

面临着严重的后选择问题19。Ippoliti 等 [19] 进一步提出，类似的非幺正动力学可以通过时
—空对偶在普通的幺正系统中实现。具体来说，考虑一个墙砖构型20的量子线路，如 4.2节
一样，将其原本的时间方向视为空间方向、空间方向视为时间方向，得到的仍然是一个墙

砖构型的量子线路，这一线路称为原线路的时—空对偶。一般来说，即使一个系统的时间

演化是幺正的，其时—空对偶未必仍然是幺正的。因此，如果我们考虑对偶线路的时间演

化（即原线路沿着空间方向的“演化”），其将会对应一个非幺正的动力学演化。对于纠缠

熵的数值计算显示，一般来说，如果原先的动力学演化是幺正的，则其时—空对偶会处在

动力学纯化相变中的混合相，即其纯化时间是指数发散的。特别地，如果原演化的时—空

对偶仍然是幺正的，则演化过程中完全不会发生任何的动力学纯化，此时纯化时间是无穷

长。

5.2.2 动力学纯化与深度热化

利用上一节的结论，我们可以理解并预测深度热化系统的一些性质。我们考虑一个由

A 和 B 两部分构成的一维系统，其在对 B 进行投影测量后构成一个投影系综。我们进一
步将 B 分为 B1 和 B2 两部分，其中 B1 的长度记为 r。将 B 上的比特串z 拆分为其在 B1

18poly(L) 代表 L 的多项式函数。
19后选择问题是测量相关的量子动力学实验中的一个核心概念。一般来说，对于一个包含测量的量子线路模型，我们考虑其

动力学时均是假设每一次测量得到了一个特定的结果。但在实验中，每一个测量的结果都是随机的，因此，每一个测量的结果

等于我们想要得到的结果的概率为 1
n
，其中 n 测量的可能结果数量。那么，如果线路中存在 N 个测量，预期要重复 nN 次

实验才能获得一个与我们的理论模型一致的实验样本，这一指数大的实验开销是实际中不可接受的。
20墙砖构型指每一层均由一系列两比特量子门构成、相邻层之间的两比特量子门为交错关系的量子线路，图 3中的线路即是
一个砖墙构型的线路。
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A B1 B2
(a)

(b)

B1A B2
图 4: 动力学纯化与深度热化。(a) 系统示意图，其中每一个黄色圆圈代表一个对偶幺正的
二比特量子门，端点处连接的三角形代表将此处的波函数投影至 |z⟩ 上；(b) 用动力学纯化
理解深度热化示意。由于此时考虑密度矩阵，所有演化对右矢和左矢均有作用，对应图中

有黄色和橙色两套量子门的线路。图片基于 [8] 中图片绘制。

和 B2 上的部分 z1 和 z2，此时投影系综记为 {(p(z1, z2), |ψz1,z2
⟩)}，如图 4(a) 所示。我们

有如下关系式：

tr
(
ρ(k)
)2 ≥ 1

2r

(
Ez1

tr
(
ρ(1)z1

)2)k (48)

其中 ρ
(k)
z1 =

∑
z2
p(z2|z1) (|ψz1,z2

⟩⟨ψz1,z2
|)⊗k 是固定 z1、约化 B2 得到的 k 阶矩，满

足 Ez1
ρ
(k)
z1 =

∑
z1
p(z1)ρ

(k)
z1 = ρ(k)。注意到 tr

(
ρ
(1)
z1

)2
表征了密度矩阵 ρ

(1)
z1 的纯度，而

tr
(
ρ(k)
)2
表征了 ρ(k) 的“纯度”。又注意到形成 k-设计意味着最大混合，关系式 (48) 可

以这样理解：如果投影系综的总均匀性足够高，则在固定子系统 z1 时得到的密度矩阵的均

匀性应该亦很高；因此，如果 ρ
(1)
z1 的平均纯度很高，就说明投影系综的总均匀性并不高。

(48) 的推导是直接的，证明细节在 [8] 的 IV.A 节和附录 D 中给出。
考虑 ρ

(1)
z1 的意义，其相当于只对 B1 部分作测量得到的投影系综的密度矩阵，其用量

子线路表示如图 4(b) 所示。可以将 ρ
(1)
z1 视作如下时—空对偶演化得到的密度矩阵：B2 部

分的线路在 B2 和 B1 的交界处给出一个高度混合的初态 ρin，随后该态经过 B1 部分的时

—空对偶演化，再经由 A 部分的线路输出为 ρ
(1)
z1 。由于 A 部分不含测量，这一部分不改

变态的纯度，故输出态的纯度应该与从 B1 输出到 A 的态的纯度相当。利用 (5.2.1) 节的
结论，B1 部分会给出一个混合相的动力学纯化 [8]，对应的纯化时间 ξp 是体系“大小”

21t

21由于时空对偶，这里的“大小”实际应该是演化的层数。
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的指数函数。可以假设 ξp ∼ 2vpt，其中 vp 称为纯化速度。

利用量子线路和统计物理模型的对偶 [20, 21] 可以进一步证明，在 B1 的长度 r 较大

时，纠缠熵会具有形式

S(r) = − log2 Ez1
tr
(
ρ(1)z1

)2 ∼ e−2r/ξp (49)

可以将 (48) 改写为

− ln tr
(
ρ(k)
)2 ≤ ln 2(kS(r) + r) (50)

这一不等式必须对于所有的 r 均成立。利用 (49)，对 r 取极小值后消去 r，得到

− ln tr
(
ρ(k)
)2 ≤ ξp

ln 2

2
ln 2ek

ξp
(51)

若要求 ∥ρ(k) − ρ
(k)
Haar∥ ≤ ϵ∥ρ(k)Haar∥，则有 tr

(
ρ(k)
)2 ≤ (1 + ϵ2)tr

(
ρ
(k)
Haar

)2
= (1 +

ϵ2) k!(d−1)!

(2NA+k−1)!
。于是，系统形成 ϵ-近似 k-设计的必要条件为

ln (2NA + k − 1)!

k!(d− 1)!
− ln(1 + ϵ2) ≤ ξp

ln 2

2
ln 2ek

ξp
(52)

从而我们可以得知系统对任意大的 k 均形成近似 k-设计的条件：对上式取大 k 极限，

再利用 NA 亦很大，得到

t∞ ≥ NA

vp
(53)

从这一式子亦容易看出“纯化速度”这一名称的物理意义。作为对比，对于传统热化，

有熟知的结论：系统达到传统热化的时间尺度为

t1 =
NA

vE
(54)

其中 vE 称为纠缠速度 [22]。因此，(53) 告诉我们：系统发生深度热化的“速度”即
是纯化速度 vp。进而，如果 vp < vE，就必然有 t∞ > t1，从而深度热化的时间尺度大于传

统热化的时间尺度；反之，则深度热化的时间尺度有可能等于传统热化的时间尺度。事实

上，正如前面提到的 [16]，确实存在 t∞ > t1 的模型。
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第六节 深度热化的应用

6.1 探测量子体系保真度

保真度是量子模拟中的一个重要概念。在制备一个量子体系时，我们的实验系统往往

存在噪声和误差，使得实际制备得到的态并不完全等于我们制备的目标。假设我们制备的

目标为一个纯态 |ψ⟩，实际制备的结果可能是一个混态，一般来说可以用一个密度矩阵 ρ

来描述。我们定义系统的保真度为

F = ⟨ψ|ρ|ψ⟩ (55)

容易看出 0 ≤ F ≤ 1，且 F = 1 当且仅当 ρ = |ψ⟩⟨ψ|，即制备过程完美地得到了目标
态。一般来说，F 越接近 1，代表制备过程越理想。

对于一个给定的实际系统，如何测量其保真度是一个重要问题，这关系到我们可以在

多大范围内应用这个系统制备出的态。Choi 等提出，可以利用在一个体系中测量其深度热
化现象来确定这一系统的保真度，并在一个 Rydberg 原子实验平台上验证了这一理论 [9]。

Choi 等考虑的实验平台可以等价地视为一个一维的自旋链，Rydberg 系统的哈密顿
量在这个链上给出一个混沌的时间演化。按照 4.1.1节的结论，任意一个初态经过一段
时间的时间演化后给出的投影系综均应发生深度热化现象。特别地，考虑我们把子系统

A 取为一个格点。按照深度热化的结论，投影系综应该给出 A 的希尔伯特空间上的一
个 Haar 随机分布。特别地，设 A 的希尔伯特空间维数为 DA，取空间的一组本征基为

{|zA⟩|zA = 0, . . . , DA − 1}。我们考虑 p(zA = 0|zB) = |⟨ψA(zB)|zA = 0⟩|2，即是 |ψA(zB)⟩
在这一组本征基下的第一个坐标分量的模方。下面考虑 p(zA = 0|zB) 对 zB 的概率分布，

由深度热化性质，这等价于 |⟨ψ|zA = 0⟩|2 这一随机变量在 |ψ⟩ 是 Haar 随机向量时的概率
分布。记这一分布函数为

pzB (p(zA = 0|zB) = q) =: P (q) (56)

采用类似 4.3.1节的推导方式，有

P (q) = (DA − 1)(1− q)DA−2 (57)

具体推导见 6.1.1节。如果不考虑控制 zB，直接考虑 A 上的约化密度矩阵，则其应该
为单位阵 ρA = 1

DA
id，于是

P (q) = δ

(
q − 1

DA

)
(58)

实验上，假如系统的保真度较好，实验结果应该接近于 (57)；反之，如果系统中噪声
很大，造成了退相干，在 A 系统上进行的观测愈发会“忘记”其控制的 zB 结果，于是实

验结果应该更接近于 (58)。
实验结果如图 5所示。在演化时间较短时，噪声造成的退相干现象不明显，于是 P (q)

的表现与 Haar 理论的预期接近；演化时间较长时，噪声会显著地造成退相干，使得 P (q)

向 (58) 的结果靠拢。从中我们可以看出：P 函数与 Haar 理论的偏差可以表征这一系统噪
声的大小，亦即保真度。

Choi 等提出了如下公式：
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图 5: Choi 等对 P 函数的实验测量与理论对照。图中黑色实线为 Haar 系综结果（式
(57)），浅色直方图为实验结果，浅色虚线为考虑了噪声时的数值模拟结果。(a) 在演化时
长较短时，P 函数非常接近 Haar 系综的预测；(b) 在演化时长较长时，实验测得的 P 函

数分布向 P = 1/DA 聚拢。图片取自 [9]。

Fc = 2

∑
z p0(z)p(z)∑

z p0(z)2
− 1 (59)

其中 z 指整个系统的比特，p0(z) 指理论上 z 测量结果出现的概率，p(z) 指实验中测
得的概率。式 (59) 的推导见 [9] 的附录部分。在实验上，若我们进行了 M 次实验、每一

次实验得到一个比特串结果 z
(i)
exp，则可以估算

Fc ≈ 2

1
M

∑M
i=1 p0

(
z
(i)
exp

)
∑

z p0(z)
2

− 1 (60)

Choi 等将在实验装置上利用 (60) 测得的保真度与数值模拟存在的噪声的系统得到的
保真度进行对照，发现二者高度一致，说明了本方法的可靠性。这一测量方式不需要任何

特殊的实验技巧，是一种容易在实际实验系统中实现的探测保真度的方式。

6.1.1 P (q) 分布函数的推导

本节中我们给出 (57) 的推导。类似于 4.3.1节的方式，展开 |ψ⟩ =
∑DA−1

j=0 (x2j+1 +

ixj+2)|zA = j⟩，则有

P (q) =

∫
S2d−1 δ(x

2
1 + x22 − q)dA∫

S2d−1 dA (61)

注意到
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∫ +∞

0

r2DA−3e−r
2dr

∫
S2d−1

δ(x21 + x22 − q)dA =

∫
d2DAxδ(x21 + x22 − qx2)e−x2 (62)

令 x = (x1, x2,y)，则有 x21 + x22 − qx2 = (1− q)(x21 + x22)− qy2。依次完成对 x2、x1

的积分，得到

∫
d2DAxδ(x21 + x22 − qx2)e−x2

=

∫
d2DA−2ye−y2

∫ √
q

1−q y2

−
√

q
1−q y2

dx1
e−

q
1−q y2

(1− q)
√

qy2

1−q − x21

=
π

1− q

∫
d2DA−2ye−

y2

1−q = πDA(1− q)DA−2 (63)

于是

P (q) =

∫
S2d−1 δ(x

2
1 + x22 − q)dA∫

S2d−1 dA =

∫
d2DAxδ(x21 + x22 − qx2)e−x2∫

d2DAxe−x2

∫ +∞
0

r2DA−1e−r
2dr∫ +∞

0
r2DA−3e−r2dr

= (1− q)DA−2 Γ(DA)

Γ(DA − 1)
= (DA − 1)(1− q)DA−2 (64)

即为式 (57)。

6.2 用深度热化改良量子影子层析

6.2.1 传统量子影子层析

量子力学的基本假设告诉我们，一个处于纯态的量子系统的一切性质由其所处的量子

态 |ψ⟩ 给出；对于有可能处在混态的系统，其一切性质由密度矩阵 ρ 给出。因此，在对量

子系统的实验中，最自然的问题就是如何测量密度矩阵 ρ。一般来说，ρ 是一个维数非常

高的矩阵。而对量子系统进行测量，得到的是 ρ 投影到某一个可观测量的本征态上的概率

幅。可以想象，取足够多的可观测量后，这一些概率幅信息就可以重构出 ρ，这便是量子

态层析的思路。“层析”一词在传统语境下，指的是通过一层一层地扫描，得到一个空间物

体的三维信息；在这里，每一个可观测量对应的测量即是“一层扫描”，通过很多层“扫

描”的数据拼接起来，即可得到密度矩阵的全貌。

但量子态层析面临着一个根本的难题：密度矩阵的大小随着量子系统的大小指数增长，

从而确定密度矩阵所需要的测量成本也指数增长，这意味着在实验上不可能实现对大系统

的态层析。为此，Preskill 等 [23] 提出影子层析的方法。其大致想法是：随机选取一系列
可观测量，并对这些可观测量分别进行一次观测。每一次观测会得到密度矩阵投影到一个

可观测量的本征基上的概率幅的信息，这被叫做一个“影子”。只要选取的可观测量系列

的分布足够广，这些“影子”就可以涵盖任何我们想要得知的目标可观测量的信息，并且

存在一套算法可以从每一个“影子”上信息提取出目标可观测量的信息。

下面简要介绍量子影子层析的具体实现。为简化起见，考虑 n 个量子比特构成的一维

系统，其希尔伯特空间维数为 d = 2n。每一个格点上的希尔伯特空间作为量子比特有一组

基 {|0⟩, |1⟩}，总的希尔伯特空间有计算基 {|z⟩}，其中 z ∈ {0, 1}n 为长度 n 的比特串。把

目标系统的密度矩阵记为 ρ。考虑对目标系统做一个幺正变换 U，其密度矩阵变为 UρU †，

然后在计算基下对系统进行测量。测得结果为 z 的概率应为
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p(z;U, ρ) = tr
[
UρU †|z⟩⟨z|

]
= ⟨z|UρU †|z⟩ = tr

[
ρ
(
U †|z⟩⟨z|U

)]
(65)

于是我们猜测，U †|z⟩⟨z|U 这一量可以给出关于 ρ 的信息。事实上，给定一个幺正变

换构成的集合 U，我们可以考虑如下映射M，给定密度矩阵 ρ，有

M(ρ) = EU∈U
∑

z
p(z;U, ρ) · U †|z⟩⟨z|U (66)

M 作为一个线性映射若是可逆的，则称 U 是层析完备的。容易看出，层析完备
的一个必要条件是：对于任意两个不同的密度矩阵 ρ 和 σ 都存在 U ∈ U 和 z 使得
⟨z|UρU †|z⟩ ̸= ⟨z|UσU †|z⟩。
对于特殊的 U，可以得到 M 的解析表达式，进而可以计算出 M−1 的解析表达式。

于是，若在一次实验测量过程中，我们作用了一个特定的 Ui，得到了测量结果 zi，我们可
以定义

ρ̂i = M−1
(
U †
i |zi⟩⟨zi|Ui

)
(67)

这被叫做 ρ 的一个经典影子。利用M 的线性性，容易知道：

Eρ̂ = EU∈U
∑

z
p(z;U, ρ)M−1

(
U †|z⟩⟨z|U

)
= M−1(M(ρ)) = ρ (68)

因此，每一个经典影子给出对 ρ 的一个估计。进行足够多次的测量，即可重构出 ρ。

然而，如本节开头处的讨论所述，直接重构 ρ 的代价是非常大的，或者说，在测量次数有

限的情况下，重构出的 ρ 与真实的 ρ 的误差是相当大的。但一般来说，我们并不需要整个

密度矩阵的信息。考虑某个可观测量22O，经典影子可以给出其期望值的预测 ô = tr (Oρ̂)。
我们可以发现，当 U 选取得较好时，ô 可以在较少次数的测量内还原出 O 在原密度矩阵下

的期望值。事实上，有如下定理：

定理：ô 的方差满足

Var[ô] = E
[
(ô− Eô)2

]
≤ ∥O − trO

2n
id∥shadow (69)

其中影子范数定义为

∥O∥shadow = max
σ

√
EU
∑

z
p(z;U, σ)p (z;U,M−1(O)) (70)

证明参见 [23] 的补充材料。如果对于我们想要测量的算符 O，有 ∥O∥shadow 较小，那

么我们就可以在较少的测量次数内获得对 O 的期望值较好的估计。

可以看出，无论是M 的计算，还是影子范数的大小，都高度依赖于幺正变换集合 U
的选取。有两个特殊的集合值得关注。第一个是 Clifford 群，可以证明其构成一个量子
3-设计 [24]，亦即其可以近似认为是在所有幺正变换中的集合中均匀分布。第二个是单比
特 Pauli 群，即在每个比特上作用若干泡利矩阵算符、并将每个比特上的作用直积起来得
到的变换的集合。这两个集合均易在量子计算平台上实现。在这两个集合下，M 和影子

范数的表达式列于表 1。可以看出，Clifford 门集合适用于几乎所有算符的测量，而单比特
Pauli 群对于测量局域算符非常高效。

22此处考虑的都是对 ρ 线性的可观测量。有一些对 ρ 超出线性关系的量（如纠缠熵）亦可通过影子层析的方法测量，此处从

略。
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U M−1
(
U †|z⟩⟨z|U

)
影子范数

Clifford 群 (2n + 1)U †|z⟩⟨z|U − id ∥O − trO
2n

id∥shadow ≤ 3trO2

单比特 Pauli 群
⊗n

j=1

(
3U †

j |zj⟩⟨zj |Uj − id
)

∥O − trO
2n

id∥shadow ≤ 4loc(O)∥O∥2∞

表 1: 两种特殊的幺正变换集合选取下M−1 和影子范数的表达式。其中，loc(O) 代表一个

局域算符作用的格点的数目，∥O∥∞ 代表 O 作为矩阵的矩阵元最大值。

6.2.2 利用深度热化在模拟量子系统中实现影子层析

上面提到的影子层析方案中，Clifford 群和 Pauli 群的实现均要求我们有对单个或几
个特定的量子比特作用一个固定的量子门的能力。这对于模拟量子系统来说是难以实现的

——在模拟量子系统中，唯一自然的操作是以系统的哈密顿量进行时间演化。而一般来说，

时间演化所构成的幺正变换的集合难以构成一个可精确控制的、分布性质好的集合。因此，

传统的影子层析难以在模拟量子系统中实现。

利用投影系综的深度热化性质，Tran 等 [11] 和 McGinley 与 Fava[10] 各自提出了一
种改进量子影子层析的方法：在系统中加入一些辅助自由度后，则只需要对系统作一个特

定的整体幺正时间演化，即可实现影子层析。

具体来说，考虑一个系统 A 上有密度矩阵 ρA，我们欲实现对 ρA 的影子层析。为简便

起见，仍假设 A 是 NA 个量子比特构成的一维链。选取 NB 个辅助量子比特构成系统 B，
与系统 A 共同构成一个长度 N = NA +NB 的比特链。不妨设 B 系统的所有比特在初始
时刻处于 |0⟩ 态。我们作如下操作：对整个系统作一个幺正变换 U，然后在计算基下进行

测量，得到一串比特数 z = z1z2 . . . zN，其中 zi = 0, 1。比特串 z 出现的概率应该等于

pz = tr
[
|z⟩⟨z|U

(
ρA ⊗ |0⊗NB⟩⟨0⊗NB |

)
U †] = tr

[
⟨0⊗NB |U †|z⟩⟨z|U |0⊗NB⟩ρA

]
(71)

记

qz =
1

dA
⟨z|U |0⊗NB ⟩⟨0⊗NB |U †|z⟩, |ϕz⟩ =

⟨z|U |0⊗NB ⟩√
dAqz

(72)

则 {(qz, |ϕz⟩)} 构成一个投影系综23。于是，我们得到：pz = dAtr [qz|ϕz⟩⟨ϕz|ρA]。由投
影系综的均匀分布性质，我们知道，qz|ϕz⟩⟨ϕz| 均匀地遍历了厄米矩阵的流形，于是可以认
为 pz 包含了所有 ρA 包含的信息。于是我们猜测：可以从 pz 重构出 ρA。

严格来说，可以重构出 ρA 的条件是：线性映射 S : ρA 7→ {pz} 可逆。由维数分析可
知，可逆的必要条件是 NB ≥ NA。在 NB ≥ NA 且 U 的对应的时间演化足够让 A 上的局
域信息充分传播到 B 上的情况下，一般可以假设 S 有逆映射 R，且 R 可以通过计算得到。

注意到 S 一般来说并不是一个方阵：ρA 包含 22NA 个参量，pz 包含 2NA+NB 个，因此逆

映射 R 若存在则一般不是唯一的。我们不加论证地给出 R 的最佳构造，具体的证明和讨

论参见 [11]。容易验证，形如

R = (S†ΓS)−1S†Γ (73)

的矩阵均满足 RS = id，其中 Γ 是 2NA+NB 维的正定矩阵。对于一个给定的 ρA，取

23这和此前提到的投影系综有所不同：这里的编号 z 是整个系统的一组基，而非子系统 B 的基。但可以仿照此前的方法论
证：当幺正变换 U 在 Haar 系综中取值时，若 NB > O(kNA)，则 {(qz, |ϕz⟩)} 将大概率构成一个 k-设计。于是，若 U 是

一个混沌的时间演化，其给出的 {(qz, |ϕz⟩)} 也大概率构成一个 k-设计。
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Γz,z′ = δz,z′
(⟨

z
∣∣U (|0⊗NB ⟩⟨0⊗NB | ⊗ ρA

)
U †∣∣ z⟩)−1 (74)

则对应的 R 是最佳的 R。一般来说，我们构造 R 时并不知道确切的 ρA，此时可以估

算一个 ρA 后利用 (73) 和 (74) 计算出 R。

那么，假设我们对系统做了 m 次测量，每次得到了一个比特串 zi，则我们每一次均可

以得到一个对密度矩阵的估计 ρ̂i = R(zi)，其中 R(zi) 代表 R 作用在 pz =

1 z = zi
0 otherwise

这个元素上。从而我们可以得到对一个可观测量 O 的估计值 ôi = tr (ρ̂iO)。多次测量进行

平均，即可获得对该可观测量期望值的估计。在不假定 U 具有特定形式的前提下，难以对

R 和 ô 的方差做出更多描述。在具体数值层面，可以计算得到，对于目前实验中常见的量

子模拟体系，测量局域可观测量所需要的重复实验次数约为 103，测量全局可观测量所需

要的次数约为 105[11]。
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第七节 对深度热化的其它研究

Wilming 等 [25] 从另一个角度说明了深度热化的普遍性。我们认为，传统热化，即密
度矩阵的热化，是普遍的，即在测度意义下几乎所有的系统都是热化的。而 Wilming 等
说明了，传统热化几乎一定意味着深度热化。具体来说，若一个系统对于子系统 A 近似
热化至无穷温，即其密度矩阵与单位阵的差别足够小，且进一步 NB 足够大，则子系统

B 的任意一组基在 Haar 测度意义下几乎一定给出子系统 A 上的 k-设计。但正如 2.4节所
述，“Haar 测度下几乎任意一组基”并不一定涵盖我们常用的计算基，因此这一结论未必
能够说明计算基下深度热化现象的普遍性。

Lucas 等考虑了存在守恒量（准确来说，是局域守恒量）时投影系综的性质 [26]。研
究表明，此时的投影系综与广义吉布斯系综类似，即任意的 k 阶矩等于整个系统满足守恒

量要求的波函数集合投影得到的 k 阶矩相同；但文中没有就这一 k 阶矩的具体形式做出描

述。
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第八节 小结

本文回顾了量子热化的基本理论，介绍了深度热化及其与相关的 k-设计和投影系综等
概念。进一步，本文介绍了 Haar 系综波函数投影和驱动 Ising 模型两个实现深度热化的具
体体系，以及在这些体系中深度热化现象对子系统大小、混沌演化时长的依赖关系。从驱

动 Ising 模型出发，利用时—空对偶和动力学纯化的概念，可以对深度热化给出更加深刻
的解释，同时给出关于纯化时间的限制条件。最后，本文介绍了深度热化的两个应用：保

真度探测与量子影子层析。深度热化的概念是对传统热化概念的一个创新性推广，且与非

幺正动力学中的若干概念有着深刻的联系，可以预期，对深度热化的研究能够推动我们对

于量子系统动力学的更多理解。
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术语

k-设计 k-design

保真度 fidelity

动力学纯化 dynamical purification

可积 integrable

吉布斯系综 Gibbs ensemble

墙砖 brickwork

多体局域化 many-body localization

密度矩阵 density matrix

对偶幺正 dual unitary

张量网络 tensor network

投影系综 projected ensemble

时—空对偶 spacetime dual

最大混合态 maximally mixed state

本征态热化假说 eigenstate thermalization hypothesis

比特串 bit-string

深度热化 deep thermalization

混沌的 chaotic

纠缠熵 entanglement entropy

约化密度矩阵 reduced density matrix

范数 norm

计算基 computational basis

量子影子层析 quantum shadow tomography

量子态系综 quantum state ensemble

量子线路 quantum circuit

高斯幺正系综 Gaussian unitary ensemble

高斯正交系综 Gaussian orthogonal ensemble
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附录 A 矩阵的范数及其性质

矩阵的范数，一般记为 ∥ · ∥，是描述矩阵元素大小的一种度量。抽象的范数需要满足
四条定义：

• ∥A∥ ≥ 0，且 ∥A∥ = 0 ⇐⇒ A = 0

• ∥kA∥ = k∥A∥

• ∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥

• ∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥

本文中使用的矩阵范数主要有两种，Frobenius 范数和迹范数（也称 nuclear 范数）。

1.1 Frobenius 范数

Frobenius 范数定义为

∥A∥F =

√∑
i,j

|aij |2 =
√

tr [A†A] (75)

这是由正定厄米内积 (A,B) = tr
[
A†B

]
给出的范数，从而由 Cauchy-Schwarz不等式，

其满足性质

∣∣tr [A†B
]∣∣ ≤ ∥A∥F∥B∥F (76)

对 A 作奇异值分解，可以证明

∥A∥F =

√∑
i

σ2
i (77)

其中 {σi} 为 A 的奇异值。

1.2 迹范数

迹范数的定义为

∥A∥1 =
∑
i

σi (78)

这等价于

∥A∥1 = tr
[√

A†A
]

(79)

其中由于 A†A 是正定矩阵，对其开根号是良定的运算。容易看出，迹范数和 Frobe-
nius 范数满足关系

∥A∥1 ≥ ∥A∥F ≥ 1√
rankA

∥A∥1 (80)

其中，A 的奇异值高度集中时，∥A∥1 ≈ ∥A∥F；A 的非零奇异值大小接近时，∥A∥F ≈
1√

rankA∥A∥1。
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